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M E T H O D  F O R  A P P R O X I M A T I N G  T H E  V A C U U M  M O T I O N S  O F  S P I N N I N G  
S Y M M E T R I C A L  B O D I E S  W I T H  N O N C O N S T A N T  S P I N  R A T E S  
B y  C .  W I L L I A M  M A R T Z  
S U M M A R Y  
1 t ( 7 ' ? /  
A  m e t h o d  1 0 7 '  a p p r o x i m a t i n g  t h e  v a c u u m  m o t i o n s  
o j  s p i n n i n g  7' i g i d  s y m m e t r i c a l  b o d i e s  w i t h  v a r y i n g  
s p i n  r a t e s  a n d  i n e r t i a s  h a s  b e e n  c o m p l e t e d .  T h e  
a n a l y s i s  i n c l u d e s  t h e  e f f e c t s  o j  t i m e  v a r y i n g  t h r u s t  
m i s a l i n e m e n t s ,  m a s s  u n b a l a n c e ,  a n d  j e t  d a m p i n g .  
R e s u l t s  a r e  g i v e n  i n  t h e  j O l ' m  o j  e q u a t i o n s  j o r  s p a c e -
l ' e j e r e n c e d  E u l e r  a n g l e s ,  f l i g h t - p a t h  a n g l e s ,  b o d y -
r e j e r e n c e d  a t t ' ; t u d e  m t e s ,  a n d  e a r t h - r e j e l ' e n c e d  
v e h i c l e - t r a j e c t o r y  c o o r d i n a t e s .  T h e  m e t h o d  c o n s i s t s  
o j  d i v i d i n g  t h e  p r o b l e m  i n t o  i n t e r v a l s  d u r i n g  w h i c h  
t h e  t i m e - d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a r e  a s s u m e d  c o n s t a n t  
a t  t h e i r  m e a n  i n i e l ' v a l  v a l u e .  I n  o r d e l '  t o  c h e c k  t h i s  
p l ' o c e d u r e ,  s o l u t i o n s  j o r  v a r i o u s  i n t e l ' v a l  s i z e s  a l ' e  
c o m p a r e d  w i t h  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  w i t h  n u m e l ' i c a l  
m e t h o d s .  A l t h o u g h  t h e  m e t h o d  i s  s o m e w h a t  l e n g t h y  
j O l '  a c c u m t e  h a n d  c o m p u t a t i o n  i n  m o s t  c a s e s ,  i t  i s  
r e a d i l y  p r o g r a m e d  j o r  m a c h i n e  s o l u t i o n s .  P r o b a b l y  
m o r e  i m p o r t a n t ,  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n s  g i v e  i n s i g h t  
i n t o  t h e  s e p a r a t e  e f f e c t s  oj  t h e  v a r i a b l e s  a n d ,  i n  m a n y  
c a s e s ,  c a n  b e  q u i c k l y  u s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  a p p 1 ' o x i -
m a t e  m n g e s  o j  t h e  v a r i a b l e s  1 ' e g u i 1 ' e c l  J O T  t h e  d e s i r e d  
o l u t i o n  t o  a  g i v e n  p 1 ' o b l e m .  I n  t h i s  r e s p e c t ,  e q u a -
t i o n s  j o r  d e t e l ' m i n i n g  m a x i m u m  w o b b l e  h a v e  b e e n  
d e r i v e d  j O l '  c e r t a i n  i n p u t  c o n d i t i o n s .  
T h e  m e t h o d  h a s  b e e n  s h o w n  t o  c o m p a 1 ' e  c l o s e l y  
w i t h  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  o j  t w o  s a m p l e  p r o b l e m s .  
T h e  s a m p l e  p 1 ' o b l e m s  a l s o  i l l u s t r a t e d  t h e  7 ' e l a t i v e l y  
l a r g e  e f f e c t  o j  p i t c h  a n d  y a w  j e t  c l a m p i n g  o n  b o d y  
m o t i o n s .  
I N T R O D U C T I O  
V a c u u m  m o  t i o n s  o f  r o t a t i n g  b o d i e s  a r e  b e c o m i n g  
m o r e  i m p o r t a n t  w i t h  t h e  f a i r l y  r e c e n t  a b i l i t y  t o  
p l a c e  o b j e c t s  i n  m o t i o n  b e y o n d  t h e  a t m o s p h e r e .  
M a c h i n e  c o m p u t e r  p r o g r a m s  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e s e  
t y p e  m o t i o n s  h a v e  b e e n  c o m p l e t e d  a n d  u s e d  
s u c c e s s f u l l y  f o r  s o m e  t i m e .  H o w e v e r ,  n o t  e v e r y -
o n e  h a s  a  c o m p u t e r  m a c h i n e  a v a i l a b l e  f o r  L h i s  
w o r k .  A l s o ,  t h o s e  w i t h  m a c h i n e s  a r e  u s i n g  t h e  
t r i a l - a n d - e I T o r  p r o c e s s  i l l  m o s t  i n s t a n c e s  w h e n  
l o c a t i n g  t h e  p r o p e r  r a n g e  o f  v a r i a b l e s  w i t h  t h e  
r e s u l t  t h a t  m u c h  m a c h i n e  t i m e  c o u l d  b e  s a v e d  i f  
s o m e  i n s i g h t  w e r e  a v a i l a b l e  a s  t o  t h e  i n d i v i d u a l  
e f f e c t s  o f  t h e  d i f f e r e n t  v a r i a b l e s  o n  t h e  m o t i o n s .  
T h i s  i n s i g h t  i s  b e s t  p r o v i d e d  b y  a n a l y L i c a l  s o l u -
t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n s .  T h e r e  h a v e  
b e e n  m a n y  p a p e r s  p u b l i s h e d  c o n c e m i n g  t h i s  p r o b -
l e m .  ( S e e ,  f o r  e x a m p l e ,  r e f s .  1 ,  2 ,  a n d  3 . )  H o w -
e v e r ,  o n e  t h i n g  c o m m o n  t o  t h e s e  p a p e r s  h a s  b e e n  
t h e  c o n s t a n t  s p i n  r a t e  r e q u i r e m e n t .  O t h e r  r e -
q u i r e m e n t s  s o m e t i m e s  i n c l u d e  c o n s t a n t  m a s s  a n d  
i n e r t i a  p a r a m e t e r s  o r  c o n s t a n t  m o m e n t  i n p u t s .  
o l u t i o n s  a r e  s o m e t i m e s  l i m i t e d  t o  a n g u l a r  r a t e s  
r e f e r r e d  t o  a  b o d y - a x i s  s y s t e m  r e q u i r i n g  t r a n s -
f o r m a t i o n  a n d  n w n e r i c a l  i n t e g r a t i o n  t o  o b t a i n  
s p a c e - r e f e r e n c e d  a t t i t u d e  a n g l e s .  
T h e  p r e s e n t  p a p e r  p r e s e n t s  a n  a p p r o x i m a t i o n  
m e t h o d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  v a c u u m  m o t i o n  o f  
p i n n i n g  s y m m e t r i c a l  r i g i d  b o d i e s  w i t h  c h a n g i n g  
s p i n  r a t e s  a n d  i n e r t i a s  i n c l u d i n g  t h e  e f f e c t s  o [  L i m e  
v a r y j n g  t b T u S t  m i s a l i n e m e n t ,  m a s s  u n b a l a n c e ,  a n d  
j e t  d a m p i n g .  R e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  
o f  e q u a t i o n s  [ o r  s p a c e - r e f e r e n c e d  E u l e r  a n g l e s  
a n d  f l i g h t - p a t h  a n g l e s ,  a n d  e a r t h - r e f e r e n c e d  
v e h i c l e - t r a j  e c t o r y  c o o r d i n a t e s .  A n  e x , ! > r e s s i o n  
f o r  b o d y - r e f e r e n c e d  a t t i t u d e  r a t e s  i s  i n c l u d e d  [ o r  
c o n v e n i e n c e .  T h e  m e t h o d  c o n s i s t s  o f  d i v i d i n g  
t h e  p r o b l e m  i n t o  i n t e r v a l s  d U T i n g  w h i c h  t h e  t i m e -
d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a r e  a s s u m e d  c o n s t a n t  a t  t h e i r  
m e a n  i n  t e l ' v a l  v a l u e .  J  n  o r d e r  t o  c h e c k  t h i s  
p r o c e d u r e ,  s o l u t i o n s  [ o r  v a r i o u s  i n t e r v a l  s i z e s  a r e  
c o m p a r e d  ' w i t h  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  , v i t h  n u m e r i c a l  
m e t h o d s .  T h e  m e t h o d  w a s  d e v e l o p e d  u n d e r  t h e  
1  
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l i m i t a t i o n s  t h a t  b o d y  p i t c h  a n d  y a w  a t t i t u d e s  a r e  
r e s t r i c t e d  t o  " s m  a l l  a n g l e "  o s c i l l a t i o n s  a n d  t h a t  
b o d y  m o m e n t s  o f  i n e r t i a  a b o u t  t h e  p i t c h  a n d  y a w  
a x e s  a r e  e q u a L  
a  
A , B ,  
A n , B n  
A
4
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l  
Y M B O L  
a r b i t r a r y  f i t t i n g  c o n s t a n t  
c o m p l e x  i n p u t  c o e f f i c i e n t s  d e u n e d  i n  
e q u a t i o n  ( 1 3 )  
f i t t i n g  c o n s t a n t s  f o r  m o m e n t  i n p u t s  
c o n s t a n t s  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  ( 1 8 )  
c o n s t a n t s  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  ( 1 8 )  
c o n s t a n t s  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  ( 1  
m a g n i t u d e  o f  t o t a l  a s y m m e t r i c a l  
f o r c e  o n  v e h i c l e  
i n p u t  c o e f f i c i e n t s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  
( 1 3 )  
m e a n  v a l u e  o [  F / ( m  V )  w i t h i n  a n  
i n t e r v a l  
c o n s t a n t  o f  g r a v i t a t i o n a l  a c c e l e r a t i o n  
m o m e n t s  o r  i n e r t i a  a b o u t  X - ,  Y - ,  
a n d  Z - a x e s ,  r e s p e c t i v e l y  
p r o d u c L s  o f  i n e r t i a  d u e  L o  u n b a l a n c e  
j e t  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t ,  K / I  
m e a n  v a l u e  o f  j  o v e r  t h e  i n t e r v a l  
p i t c h  a n d  y a w  j e t  d a m p i n g  f a c l o r ,  
j - m P  
r o l l  j e t  d a m p i n g  f a c t o r  
d i s t a n c e  f r o m  b o d y  c e n t e r  o f  g r a v -
i t y  L o  m o t o r  n o z z l e  e x i t  m e a s u r e d  
a l o n g  X - a n  
m  m a s s  o f  b o d y  
lY l
x
,  1 f
y
,  N l z  a s y m m e L r i c a l  m o m e n t s  <l b o u L  X - ,  
Y - ,  a n d  Z - a x e s ,  l ' e s p e c t i v e l y  











X , Y , Z  
x ,  y ,  Z  
a n g u l a r  v e l o c i t y  a b o u t  X - ,  Y - ,  a n d  
Z - a x e s ,  r e s p e c t i v e l y  
m e a n  v a l u e  o f  p  w i t h i n  a n  i n t e r v a l  
v e c t o r s  d e f i n e d  i n  e q u a L i o o s  ( 9 )  
t h r u s t  
m e a n  v a l u e  o f  T / ( m  V )  w i t h i n  t h e  
i n t e r v a l  
t i m e  f r o m  b e g i n n i n g  o f  i n t e r v a l  
v e l o c i t y  o f  b o d y  a l o n g  f l i g h t  p a t h  
o r t h o g o n a l  b o d y - a x i s  s y s t e m  ( o r i g i n  
a t  b o d y  c e n t e r  o f  g r a v i t y )  
o r t h o g o n a l  s p a c e - a x i s  s y s t e m  ( o r i g i n  
a r b i t r a r y )  
X c ,  Y c ,  Z c  
a  
a s  
( 3  
( 3 .  
: 1 : - ,  Y - ,  a n d  z - a x i s  s y s t e m  r o t a t e d  
a b o u t  y - a x i s  t o  m a k e  z c - a x i s  v e r -
t i c a l  
b o d y  a n g l e  o [  a t t a c k  l ' e f e n e d  t o  a  
r o l l i n g  b o d y - a x i s  s y s t e m  
b o d y  a n g l e  o f  a t t a c k  r e f e r r e d  t o  a  
n o n r o l l i n g  b o d y - a x i s  s y s t e m  
b o d y  a n g l e  o f  s i d e s l i p  l ' e f e r r e d  t o  a  
r o l l i n g  b o d y - a x i s  s y s t e m  
b o d y  a n g l e  o f  s i d e s l i p  r e f e r r e d  t o  a  
n o n r o l l i n g  b o d y - a x i s  s y s t e m  
~=J+i(p-w) 
'Y~ a n g l e  b e t w e e n  X - ,  y - ,  a n d  z - a x i s  
' Y = ' Y & + i ' Y t  
' Y o  
' Y " ,  
A  
7 ] y , 7 ] z  
s y s t e m  a n d  X
e
,  Y e ,  a n d  Z e  s y s t e m  
i n  x z - p l a n e  
f l i g h t - p a t h  a n g l e  i n  p i t c h  p l a n e  
f l i g h t - p a t h  a n g l e  i n  y a w  p l a n e  
v e h i c l e  t o t a l  y a v"  a n g l e ,  O+ i 1 , l - , r a d i a n s  
a n g l e  b e L w e e n  b o d y  p r i n c i p a l  X - a x i s  
a n d  X  ( b o d y  r e f e r e n c e )  a ) . i s  
m e a s m e d  a b o u t  Y - a n d  Z - a x c v ,  
r e s p e c t i v e l y  ( s e e  f i g s .  3  a n d  4 )  
¢ o =  f  p d t  a t  t o  
1 , l - , O , ¢  
¢ '  
w  
u b s c r i p t s :  
y a w ,  p i t c h ,  a n d  r o l l  o r i e n t a t i o n  
a n g l e s  o f  b o d y  X - ,  Y - ,  a n d  Z - a x e s  
w i t h  r e s p e c t  t o  x ,  y ,  a n d  z  s p a c e -
a x i s  s y s t e m  ( E u l e r  a n g l e s )  
a n g l e  b e t w e e n  t h e  t o t a l  a s y m m e t r i c a l  
f o r c e  v e c t o r  ( a l w a y s  i n  t h e  Y Z -
p l a n e )  a n d  t h e  - Z  d i r e c t i o n  ( s e e  
f i g .  l ( b ) )  
m e a n  v a l u e  o r  p l x / I  w i t h i n  t h e  
i n t e r v a l  
o  v a l u e  o f  q u a n t i t y  a t  b e g i n n i n g  0 ( "  
i n t e l ' v a l  
j  v a l u e  o f  q u a n t i t y  a t  e n d  o f  i n t e r v a l  
m a x  m a x i m u m  v a l u e  o f  q u a n t i t y  
n  i n t e g e r  1 ,  2 ,  3  
A  d o t  o v e r  a  s y m b o l  i n d i c a t e s  L h e  f i r s t  d e r i v a L i v e  
w i t h  r e s p e c t  t o  L i m e ;  a  d o u b l e  d o t  i n d i c a t e s  L h e  
e c o n d  d e r i v a t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .  
A N A L Y S I S  
T h e  m o d i f i e d  E u l e r i a n  d y n a m i c  e q u a t i o n s  g o v -
e r n i n g  t h e  r o t a t i o n a l  m o t i o n s  o f  a  b o d y  a b o u t  i t s  
I  
I  
Y A C U U M  M O T I O  
p r i n c i p a l  a x e s  a r e  ( s e e  r e f s .  4  a n d  5 )  :  
A l 1 x = I x p - r q ( f y - I
z
)  + K ' p  
M  y =  I  y q - l ' p ( I
z
- I x )  +  K q  
M z =  I z i ' - 7 J q ( i x - I  y )  + K I '  
F i g u r e  1  i l l u s t r a t e s  t h e  a x i s  s y s t e m  u s e d .  
- Z e  
- Z  
x  
y;  
X e  
( 1 )  
( 2 )  
( 3 )  
H o r i z o n t a l  p l a n e  .  
~~\--- V  ." l '  Y  
( 0 )  
( a )  P i t c h  a n d  y a w  o r i e n t a t i o n  o f  a x e s  s y s t e m s .  4 > = 0 .  
- 4 >  
F  
- " " " " " ; " - z  . .  y  
Y  
Z  
( b )  Z  
( b )  R o l l  o r i e n t a t i o n  o f  a x e s  s y s t e m s .  0 = 1 / 1 = 0 .  
F I G U R E  I . - A x e s  s y s t e m s  e m p l o y e d  i n  a n a l y s L .  
o f  s o l u t i o n  f o r  t h i s  e q u a l i o n  i s  
A= O+ i l / l  
O F  S P l l . ' { N I N G  B O D I E  
3  
I f  t h e  b o d y  i s  a s s u m e d  t o  h a v e  r o t a t i o n a l  m a s s  
Y I I l 1 U e t r ) - ,  I z  w i l l  b e  e q u a l  t o  I  y  a n d  t h e  r o l l i n g  
m o t i o n  , \ ' i l l  n o t  b e  a f f e c t e d  b y  t h e  p i t c h i n g  a n d  
y a w i n g  m o t i o n s .  T h i s  a l l o w s  e q u a t i o n s  ( 2 )  a n d  
( 3 )  t o  b e  s o l v e d  i n d e p e n d e n t l y  o f  ( 1 )  f o r  p r e -
e l e c t e d  p  l l i s t o l ' i e s .  
B y  m u l t i p l y i n g  e q u a t i o n  ( 3 )  b y  i  a n d  a d d i n g  
t h e  r e s u l t  t o  e q u a t i o n  ( 2 )  w i t h  t h e  r o t a t i o n a l  
s y m m e t r y  a s s u m p t i o n ,  t h e  e q u a t i o n  b e c o m e  
2 \ I 1 y  +  i M
z  
=  I ( q + i r )  + i p ( I  - I x )  ( q + i 1 ' )  
+ K ( q + i r )  
( 4 )  
T h i s  e q u a t i o n  c a n  b e  r e f e r r e d  f r o m  a  r o i l i n g  
b o d y - a x i s  s y s t e m  t o  a  s p a c e - a x i s  s y s t e m  w i t h  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  e q u a t i o n s  ( r e f .  6 )  
; ~ q c o s  q , - " i n  q ,  }  
f~Cco~ 0 )  ( q  s i n  < 1 + '  c o s  q , 1  
( 5 )  
4 > = p + l / I  s i n  0  
N o w ,  f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  0  w h e n  c o s  0 =  1  a n d  
; p  s i n  O« p  ( z e r o  r e f e r e n c e  l o r  0  c a n  b e  c h a n g e d  
w h e n  n e c e s s a r y ) ,  e q u a t i o n s  ( 5 )  r e s u l t  i n  
~= O+if= ( q + i T ) e t < p  ( 6 )  
w h e r e  
4 > =  i '  p d t  + 4 > 0  
o m b i n i n g  e q u f t t i o n s  ( 4 )  a n d  ( 6 )  y i e l d  
~+ }. ( j _ i J / X ) = ( N J Y + i J l f z )  { f l  pdl+~o) 
I  I  e  J o  ( 7 )  
w h e r e  
.  K  j - m l 2  
) = 7 = -1-
E q u a t i o n  ( 7 )  t h e n  g o v e r n s  t h e  p i t c h i n g  a n d  
y a w i n g  m o t i o n s  o f  r o t a t i o n a l l y  s y m m e t r i c  b o d i e s  
r e f e r r e d  t o  a  s p a c e - a x i s  s y s t e m .  T h e  g e n e r a l  f o r m  
=  e
t
< P 0 5 o '  [ e  - f  ( j- i P ! y )  d]  [ 5 0 '  ( M Y j i M z  {  e i '  [H i P  (J-~) ]  d t }  )  d t + ' A o e - i < P o  ]  d t + A
o  
( 8 )  
J  
I  
c  • •  
4  T E C H N I C A L  R E P O H T  R - 1 1 5 - N A T I O N A L  A E R O N A U T I C S  A N D  S P A C E  A D M I N I S T R A T I O N  
T h e  p r o b l e m  n o w  i s  L o  f i n d  l i m e  f u n c t i o n s  f o r  
.  ( .  I x  M y + i M z )  . .  
t h e  v a n a b l e s  J , P ' I '  I  w I n c h  n o L  o n l y  
p e n n i t  e q u a t i o n  ( 8 )  t o  b e  e v a l u a t e d  b u t  w h i c h  a l s o  
a d e q u a t e l y  a p p r o x i m a t e  t h e  t i m e  h i s t o r i e s  o f  
t h e s e  v a r i a b l e s  a s  t h e y  w o u l d  e x i s t  i n  a n y  p r a c t i -
c a l  p r o b l e m .  
P E C I F I C  S O L U T I O N S  
S o l u t i o n  w i t h  v a r i a b l e s  e o n s t a n t . - T h e  s o l u t i o n  
.  .  I x  M y  d 1 1 l [ z  
o f  e q u a t I O n  ( 7 )  w h e n J , p ' I , ] , a n  T a r e  C 0 1 1 -
s l a n  Ls  i  







( ! J ) t +  R
3
e
i P t  
( 9 )  
w h e r e  





1) 2 ( I - I x ) - i I p j  I x _ i  
I  I  ~ 
R J = A O  
R .  . Xo e -
j t  
+  (lI~y+i1Vlz)<</>o-~t ( _1_.)  
- ~pIx .  P  (I- Ix)-~IpJ I x  J  
- - J  - - -
I  I  ~ 
R  - ( M 1 + i M z ) e t < / > 0  
3  p 2 ( I  - I x )  - i f  p j  
p a r t s  a s  f o l l o w s :  
( 9 a )  
( 9 b )  
( g e )  
i o J ;  
z  
F I G U U E  2 . - T l ' i c y c l i c  m o t i o n  ( a f t e r  r e f .  1 ) .  
T h i s  A  s o l u t i o n  c a n  b e  t h o u g h t  o f  a s  t h e  s u m  o f  
t h r e o  v o c t o r s :  a  n o n r o t a t i n g  t r i m  v e c t o r  R ) ,  a  
v e c t o r  R z  r o t a t i n g  a t  t h e  r a t e  P ?" "  a n d  a  v e c t o r  
R 3  r o t a t i n g  a t  t h e  r a t o  p .  T h i s  t y p e  o f  m o t i o n  i s  
r e f e r r e d  t o  a s  " t r i c y c l i c "  i n  r e f e r o n c e  1  a n d  i l l u s -
t r a t e d  i n  f i g u r e  2 .  T h e  l o w - f r e q u e n c y  v e c t o r  i s  
c a l l e d  t h e  p r e c o s s i o n  v e c t o T ,  a n d  t h o  h i g h - C r e -
q u e n c y  v e c t o r  i s  c a l l e d  t h o  n u t a t i o n  v e c t , o T .  N o t e  
t h a t  j o t  d a m p i n g  a t t e n u a t o s  o n l y  t h e  R 2  v e c t o r .  
E q u a t i o n  ( 9 )  D l a y  b e  m o r e  f a m i l i a r  w i t h  j = O  a n d  
w i t h  t h o  r c a l  p a r t s  s o p a r a t e d  f r o m  t h e  i m a g i n a r y  
+  
80  .  I x t  - . i n  (  I x t )  M y  c o s  r f > o - M z  s i n  r f > o  [  
8 = 8
0  
I x  S 1 l 1 1 )  1 +  I x  c o s  P  ] - 1  +  p 2 ( I  - I x )  I - c o s  p t  
P I  1 ) 7  
+
! . . .  (  I x
t  
- l ) J  M z  c o s  r f > o + M
y  
s i n  r f > o  [ _ .  t + J . . .  (  .  t I x ) J  ( 1 0  )  
I ,  c o s p  I  2( 1 - 1 )  s m p  I  S l n p  I  a  
),  p  X  X  
. / , _ . / ,  _~. (  I x t  - 1 ) +  f o  .  I x t + l \ ( [ y  c o s  r f > o - M
z  
s i n  r f > o  [ _ .  t + J . . .  
' 1 ' - ' 1 ' 0  I ,  c o s p  I  I ,  S l I 1 P  I  2( 1 - 1 )  S l l l P  I  
p  2 .  p 2 .  P  x  x  
J  I  
( l O b )  
E x a c t  s o l u t i o n  w i t h  n o n c o n s t a n t  s p i n  r a t e s . - O f  t h e  m a n y  a t t e m p t s  t o  s a t i s f y  e q u a t i o n  ( 8 )  b y  
s u b s t i t u  t i o n  o f  v a r i o u s  t i m e  f u n c t i o n s  f o r  t h o  v a r i a b l e s ,  t h e  o n e  w h i c h  p e r m i t t e d  a n  e x a c t  s o l u t i o n  
V A C U U M  M O T I O  
w i t b  n o n c o n s t a n t  s p i n  r a t e s  u s e d  t h e  s u b s t i t u t i o n s  
P o  1  
P = l + a t  
j = O  J  
I x  = C o n s t a n t  
I  
( 1 1 )  
T h e  a s s u m e d  s t r a i g h t  l i n e  d e p e n d e n c e  o f  l / p  i s  
q u i t e  p r a c t i c a l  e s p e c i a l l y  i f  t h e  p r o b l e m  i s  d i v i d e d  
i n t o  t i m e  i n t e r v a l s .  A l t h o u g h  t h e  c o n s t a n t - i n e r t i a -
r a t i o  r e q u i r e m e n t  c a n  b e  c i r c u m v e n t e d  ( b y  t h e  
m e t h o d  o f  t h e  n e x t  s e c t i o n ) ,  t h e  z e r o  j e t  d a m p i n g  
l i m i t a t i o n  i s  c o n s i d e r e d  s e r i o u s  e x c e p t ,  o f  c o u r s e ,  
f o r  t h e  c a s e  o J  n o n  t h r u s t i n g  v e h i c l e s .  
B e c a u s e  a  m o r e  g e n e r a l  s o l u t i o n  ( p r e s e n t e d  i n  
t h e  n c x t  s e c t i o n )  w a s  f O l U l d  f o r  e q u a t i o n  ( 8 )  a n d  
i n  o r d e r  t o  r o d u c e  c o n f u s i o n ,  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  
r e f e r r e d  t o  i n  t b e  p r e s e n t  s e c L i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  
a p p e n d L , {  A  a l o n g  w i t h  a l l  f u r t h e r  d i s e u s s i o n  o f  
t h i s  s o l u t i o n .  
M e a n  v a l u e  s o l u t i o n . - I n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  
s o l u t i o n ,  t h e  p r o b l e m  i s  f u ' s t  d i v i d e d  i n t o  t i m e  
i n t e r v a l s .  T h e  n u m b e r  a n d  d U T a t i o n  o f  t b e s e  
i n t e r v a l s  d e p e n d s  l l p o n  t h e  a c c U T a c y  d e s i r e d  a n d  
w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  t h e  s e c t i o n  e n t i t l e d  " R e s u l t s  
a n d  D i s c u s s i o n . "  W i t h i n  e a c h  o f  t h e  t i m e  i n t e r -
v a l s ,  t h e  v a r i a b l e s  p ,  p I x / I ,  a n d  j  a r e  a p p r o } " r i -
m a t e d  b y  t b e i r  m e a n  v a l u e  o v e r  t h a t  i n t e r v a l .  
F o r  e x a m p l c ,  c o n s i d e r  t h e  d a m p i n g  t e r m  i n  t h e  
e x p o n e n t i a l s  o f  e q u a t i o n  ( 8 ) ,  n a m e l y ,  i 1 j d t .  
T h i s  i n t e g r a l  i s  a p p r o x i m  a t e d  b y  3 t  w h e r e  . 1  i s  t h e  
m e a n  v a l u e  o f  j  o v e r  t h e  i n t e r v a l .  B y  d e f i n i t i o n ,  t h i s  
i s  a n  e x a c t  a p p r o x i m a t i o n  w h e n  t h e  i n t e g r a t i o n  e x -
t e n d s  o v e r  t h e  c o m p l e t e  i n t e r v a l  ( i . e . ,  i t !  . ' l eU  =J t !}  
F o r  t i m e s  l e s s  t h a n  o n e  c o m p l e t e  i n t e r v a l ,  h o w e v e r ,  
t h e  r e s u l t  i s  a p p r o x i m a t e .  T h e  a c c U T a c y  o f  t h i s  
a p p r o x i m a t i o n  c a n  b e  i n c r e a s e d  t o  a n y  d e s i r e d  
l e v e l  b y  u s i n g  s h o r t e r  t i m c  i n t e r v a l s .  T h u s ,  w i t h  
t h e  s u b s t i t u t i o n s  
p = p  }  
I x  
P 7 = w  
J = J  
( 1 2 )  
a  s t r a i g h t f o r w a r d  i n  t e g r a t i o n  o f  t h e  e x p o n e n t i a l s  
O F  SP~G B O D I E S  
5  
o f  e q  u a t i o n  ( 8 )  c a n  b e  a c c o m p l i s h e d .  
o n c o m i n g  t h e  m o m e n t  i n p u t s  o f  e q u a t i o n s  
( 7 )  a n d  ( 8 ) ,  N J
y  
a n d  N J
z  
s h o u l d  b e  a p p r o x i m a t e d  
b y  f W l c t i o n s  w h i e h  c a n  a d e q u a t e l y  d e s c r i b e  t h e  
a r i a t i o n s  o f  I m o w n  t i m e - d e p e n d e n t  m o m e n t  
a s y m m e t r i e s  s u c h  a s  t h r u s t  a s y m m e t r i e s ,  t i p - o f f  
a s y m m e t r i e s ,  a n d  d y n a m i c  w l b a l a n c e  e f f e c t s .  
R e m e m  b e r i n g  i n e r t i a  m u s t  a l s o  b e  a l l o w e d  t o  
v a r y  w i t h  t i m e ,  t h e  f o l l o w m g  U 1 P U  t  f o r m s  a r e  
a s s u m e d  f o r  e a c h  i n t e r v a l :  




) ]  
n = 1  = A + B t + C t 2  ( 1 3 )  
W h e n  t h r u s t  o r  t i p - o f f  a s y m m e t r i e s  a r e  c o n -
s i d e r e d ,  M y  a n d  N J
z  
a r e  t h e  a c t u a l  p i t c h i n g - a n d  
y a w u l g - m o m e n t  a s y n u l l e t r i c s  a p p l i e d  t o  t h e  
v e h i c l e .  
W h e n  d y n a m i c  w 1 b a l a n c e  e f f e c t s  a r e  c o n s i d e r e d ,  
t h e  m o m e n t s  M y  a n d  M z  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  p e r t i -
n e n  t  v a r i a b l e s  a s  f o l l o w s  ( r e f .  4 ) :  
N J  y + i l' . 1 f. z = I x z ( r 2- p 2 )  +  l y y ( p + r q )  
+ i [ I x z ( p - q r ) + I x y ( p 2 - q 2) ]  ( 1 4 a )  
w h i c h ,  1 ' 0 1 '  t h e  p r e s e n t  p u r p o s e s ,  r e d u c e s  t o  
N J y + i l \ 1 l z = p 2 ( - I x z + i l x y )  " " p 2 ( I  - I x )  ( 7 I y + i 7 l z )  
( 1 4 b )  
i n c e  t h e  p r o d u c t s  o f  i n e r t i a  a r e  r e l a t e d  t o  a n g u l a r  
d e v i a t i o n s  o f  t h e  p r i n c i p a l  a x e s  a s  f o l l o w s :  
a n d  
2 I x z  
t a n  2 7 1 Y = - - -
I x - I z  
2 I x l '  
t a n  2 7 1 z =  I  v - I x  
o w ,  i f  a  c o m b i n a t i o n  o f  a s y m m e t r i e s  a n d  u n -
b a l a n c e  e x i s t  d u r i l l g  t h e  s a m e  u 1 t e r v a l ,  i t  m a y  b e  
e a s i e r  t o  f i t  e a c h  a s y m m e t r y  o r  u n b a l a n c e  t o  a  
e p a r a t e  c o m p l e x  i n p u t  t e r m .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  
u n b a l a n c e  i n p u t  p 2  ( I ; - 1 } 7 I Y + i 7 l z )  m a y  b e  








) .  I f  t h e  
i n p u t  m o m e n t s  h a v e  l a r g e  o r  r a p i d  c h a n g e s  i n  
d i r e c t i o n  d U T i n g  a n  i n t e r v a l ,  h o w e v e r ,  i t  i s  m o r e  
a t i s r a c t o r y  t o  c o m b i n e  t h e  r e a l  c o m p o n e n t s  o f  
t h e  v a r i o u s  i n p u t s  s e p a r a t e l y  f r o m  t h e i r  i l n a g i n a r y  
c o m p o n e n t s .  T h e n ,  t h e  t o t a l  c o m p l e x  i n p u t  i s  
I  
6  ' f E C H N I C A L  R E P O R ' ! '  R - 1 1 5 - N A T I O N A L  A E R O N A U ' ! ' I C S  A N D  S P A C E  A D M I N I S T R A T I O  
a n d  
f i t t e d  t o  a  c o m b i n a t i o n  0 1  t w o  o r  m o r e  i n p u t  t e l ' I 1 l S  
a  
( l \ d " y +  i l \ d " z )  l o l a l =  ( F I  + Oi )  ( 1  + A l t +  B l t Z )  
.  { C·  .  1  (  B  2 & J ]  e ( / i ; ; - JJ / - l  




< 1 > o - =  A - = + - = ;  .  .  
( 3  ( 3  ( 3 - ~w- J  
+  ( O+ i G
z
)  ( 1 + A z t + B z t 2 )  
N o w ,  w h e n  e q u a t i o n s  ( 8 ) ,  ( 1 2 ) ,  a n d  ( 1 3 )  a r e  
c o m  b i n e d ,  e q u a t i o n  ( 8 )  b e c o m e s  
A= e f < l > o  i '  { e ( - 1 +
1
: JI  [ i  I  ( A + B t + O t Z ) e j l + i < P - ; ; ; ) l d t  
w h e r e  
e i ; J t - l  [  2 ( 1  ( 1·  1 )  (  2 C \ ]  
+  ip~ A - p z +  p-~ B - ~) 
+  ~~ [ t Z O + t  ( B - 2 g  +  2~0)1} 
t p ( 3  ( 3  p  
( 1 6 b )  
~=J+i(p-w) 
+~oe-I<I>"]} d t + A
o  
( 1 5 )  
B y  i n  t c g r a t i o n ,  
~=[ X
o
- e ; o  (  A-~+ ~?)] e(i~-jjl 
+  e i ( VI + < ! > o J  [ (  A - :  +  ~?)+t (B_2~)+tZC] 
( 1 6 n )  
E q u a t i o n s  ( 1 6 )  p r e d i c t  t h e  a p p r o x i m a t e  r o t a t i o n a l  
m o t i o n s  ( s p a c e  r e f e r e n c e d )  o f  s p i n n i n g  s y m -
m e t r i c a l  b o d i e s  w i t h  c h a n g i n g  s p i n  r a t e s  a n d  
i n e r t i a s  i n c l u d i . n g  t h e  e f f e c t s  o f  t i m e  v a r y i l 1 g  
t h . l ' u s t  ] T l i s a l i n e I 1 1 e n t s ,  m a s s  u n b a l a n c e ,  a n d  j e t  
d a m p i n g .  A s  i n  e q u a t i o n  ( 9 ) ,  t h e  A  s o l u t i o n  i  
t r i c y c l i c  w i Ll )  a  n o n r o t a t i . n g  t r i l J l  v e c t o r ,  a  v e c t o r  
r o t a t i n g  a t  t h e  r a t e  Z ; ,  a n d  a  v e c t o r  r o t a t i n g  a t  
t h e  m e a n  s p i n  r a t e  p .  B:, - s e p a r a t u l g  t h e  r e a l  
a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  e q u a t i o n  ( 1 6 b ) ,  t b e s o l u t i o n  
D1a~- b e  m o r e  r e a d i l y  e v a l u a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n 2 :  [ o r m :  
( - c 3 + 0 z w ) ( e -
i '  
c o s  w t - l ) + ( O I W + O
ZJ
)  ( e = i
t  
s i n  w t ) + ( 8
o
- ( 1 a )  c o s  p t - ( i f ; 0 - 0 4 )  s i n  pt +O~ 
8 =  w
2
+ ] 2  w
2
+ f  
+  t { [ A 4  c o s  ( p t + c P o ) + A
s  
s i n  ( P t + < P o ) ] [ A nt + B n t Z  . .  2 1 ! . . . n . 7
t
_  ] - [ A
4  
s i n  ( p t + < p o )  
n = 1  i + ( p - w ) 2  
- A  c o s  ( - t +  ) ]  [~B,.cp-w) t +  2 l ! : l t ] }  
5  P  < P o  i + C p - w ) Z  P  
( - 0 3 + 0
2
( ; ) )  ( e -
j
,  s i n  w t )  ( O I W+ O J )  ( e -
i t  




)  s i n  p t + ( i f ; o - 0 4 )  c o s  P t + ( 1 .  
i f ;  w Z + i  w
2
+ i  
w b e r e  
+
" " "  [ A  c o s  ( -p t + - "  ) + A
s  
s m  ( 1 ? t + < t > 0 ) ]  + - = - 4  s i n  p  ' 1 - ' 0  
3  {  .  _  [ 2 B n C P - W ) t  2 B n t ] + [ A  .  ( - t + - " )  
~ 4  ' 1 - ' 0  i + ( p - w ) Z  p  
Z  ~ n J t  
? B " ' "  ] }  
- A s  c o s  C P t + < t > o ) {  A " t + B l l t  i + ( p - W) 2  
A  - F " ( p - w ) + G , , J  
4  -
p [i + ( p - w ) Z ]  
A - F . 3 + G"  ( p - w )  
o  p [ J 2 +  ( p - W) 2 J  
3  
G \ = Oo+ : B  ( - B 4 B 6 + B s B 7 )  
7 1 = 1  
( 1 7 t l )  
( 1 7 b )  
( 1 8 n )  
( I 8 b )  
( 1 8 c )  
" A C U U M  M O T r o  
,  3  
C
Z
= 1 / t o +  ~ ( - B s B s - B 4
B
7)  
( 1  S c i )  
n = 1  
( !  = 8  +  ~ { - Y 7 [ B  - 2 ! ! "  2  ( p - ( ; ; )  1 3 "  J  
3  0  L . . . J  1 )  ~ 1 , , 2  ' 2 + - (  ) "  
n = \  '  j J J  j !  p - W  -
- ~6 [B5+~II- . ' 0  2 B " J  oJ }  ( 1 S e )  
p  p  p ; - + p ( p - W ) -
(Y4= 1/tO +:± { -!7 [B5+~1I 2 J B "  J  
n = l  P  ] J  p j 2 + p ( p _ w ) 2  
+
' ! . 6[ B _
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p r o p o r L i o n a l  L o  L h e  s i z e  o f  L h e  m o m e n L  a n d ,  f o r  
n o r m a l l y  s l 1 1 f L l l  ;  v n ,l u e s ,  i s  e f f e c t i v e l y  i n v e r s e l y  
p r o p o r l i o n a l  L o  Lh e  p r o d u c L  o f  L h e  m e a n  r o l l  i n -
e r l i l l  a n d  t h e  s q l H l l ' e  o f  l h e  I l l e f l i l  s p i n  r a L e  o v e r  
L h e  i n  L e r v a l .  L L  f o l l o w s ,  Lh e r e [ o r e ,  Lh } l L  s p i n - r a l e  
I I 1 1 l g n i L u d e s  i n c r e a s i n g  w i L h  l i m e  ( 1 1 S  w e l l  a s  l a r g e r  
s p i n  r a L e s )  \ \ ' i J l  r e d u c e  w o b b l e  b e c a u s e  o r  t h e  1 ' e -
u l Li n g  l a r g e r  v a l u e  o f  m e a n  s p i n  r a L e  o v e r  L h e  
i  I I  L e r V f L l .  
L a s t l y ,  f o r  p  ~ w, a l l  e x p r e s s i o n  f o l '  J H C l x i m u l l I  
w o b b l e  c a n  b e  o b t a i n e d  u n d e r  L h e  l'e~lson,l,ble 
c o n d i t i o n s  t h a t  e J / p ) « l  a n d  L h a t  Cp - w) t  i s  a  
" s m a l l  a n g l e . "  T h i s  e x p r e s s i o n  i s  
A  =~ / ( M  2 + 1 1 1  2) ( 1 - e -
i t
) 2 + [ e -
j t  
( w- j ) ) t J 2  
m a x  J p  - V  I '  Z  ) 2 +  ( 1 5 - ( ; ) ) 2  
T h i s  s o l u t i o n  i n d i c a t e s  t h e  d i v e r g e n t  n a t u r e  o f  
A m a x  f o r  p~w a t  s m a l l  ' i t  v a l u e s .  T h e  d i v e r g e n c e  
i s  m o r e  a p p a r e n t  f o r  J = O  w i t h  t h e  r e s u l t  
A
m a z
= j t _ . /
1
\ ( [ y 2 +  l U i  
P  
A l L h o u g h  L h e  q u a n L i t y  Cp - w)  i s  n e v e r  e x a c t l y  
e q u f L I  t o  z e r o  i n  a  p m c t i c a l  p r o b l e m ,  t h e  t h e o -
r e t i e } l , l  p o s s i b i l i  L y  o f  I  = l x  a l s o  r e s u l t s  i n  t h e  s i m -
p l e  d i v e r g e n c e  e q u c l t i o n  j u s L  g i v e n  ( f o r  n o r m a l l y  
s m l l I l  v } 1 1 u e s  o f  2 ) .  T h e s e  d i v e r g e n c e  s o l u t i o n  
r e v e a l  LI Hl , t  w o b b l e  b u i l d u p  i s  p l ' o p o r t i o n a J  t o  L h e  
i n p u t  m o m e n L  d i s t u r b a n c e s  a n d  t o  t h e  t i m e  r e -
q u i r e d  f o r  p a s s i n g  L h r o u g h  t h e  r e s o n a n t  c o n d i t i o n  
( p  ~w) a n d  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  p i t c h  o r  y a w  
i n e r t i a  a n d  m o a n  s p i n  r a t e .  
U n b a l a n c e . - I t  i s  d i f f i c u l t  t o  s h o w  c l e a r l y  L i l e  
e f l ' e c t s  o f  u n b a l a n c e  o n  t h e  m o t i o n  o f  a  b o d y  h a v -
i n g  a  n o n c o n s t a n t  s p i n  r a t e  b e c a u s e  t h e  i n p u t  
m O J 1 l e n L s  ( e q .  ( 1 4 b ) )  a r c  v a r i a b l e .  T h u s ,  t h e  
C j u a n L i L i o s  B a n d  0  o r  A n  a n d  B n  m u s L  t a k e  ' o n  
v a l u e s  o t h e r  t h a n  z e r o  w h i c h  p r e c l u d e s  a  s i m p l i -
f i e d  v e r s i o n  o r  L h e  g e n e r a l  s o l u t i o n .  H o w e v e r ,  b y  
c o n s i d e r i n g  f i . x e d  p  a n d  ~' v a l  u  e s  t e m p o r a r i l y ,  
e q u a Li o n s  ( 9 )  f w d  ( 1 4 b )  c a n  b e  c o m b i n e d  ( s t i l l  r e -
L a i n i n g  t h e  c o n d i t i o n s  Ao =  \ 0= 0 ,  B =  U = O,  a n d .  
< 1 > 0= 0 )  w i L h  L h e  r e s u l L  
A- 1 7 1 , + i 1 ) z  [ .  I  l - e  ( i / : - i ) t ]  
- - - '-1  - - e ' P  - l + i p - - - - -
i  J .  - 1  .  I x  .  
p ( I  - I . , )  ~PI-7 
I  
\  
. .  1  
V A C U U M  M O T I O N S  O F  S P I l \ 1 N I N G  B O D I E .  
1 1  
I x  _  
W h e n  I  < 1 ,  " m a x -
I  
7 ) } , 2 + T J i  ( -h " )  
' l
l
- 1 J  I j  \ 2 1 1 / 1 , , \ 2  _  l i \ 2 l  J + e
P l x  
c t n t i ,  r o r  n o r m  ~Llly s m a l l  v l L l u c s  o f  j ,  
J \ ,  
\ V ! J OI l  1  > 1  
,  2 1  r  2 - - 1  " 2  
I\m".r:~ I- \  T J y  T T J z  
x  
" m a x = 2  I  j  2  
~ 
7 ) } , 2 + 7 ) z 2  
1  + [ p ( I  ~Ix)J 
a , n d ,  l o r  n o r m a l l y  s m a l l  v a l u e s  o f  . i ,  
I x  1  
W h e n  7 =  ,  
" m a x  ~ 2 ·.JTJ y2+ TJz2 
" I I I U X = O  
T h e s e  r e s u l t s  a r e  f o r  c o n s t a n t  v a l u e s  o r  p  a n d  ~'( 
w i t l l  1 1 0  r e s i d u a l  m o t i o n s .  N o t o  t h a t  w o b b l e  d u e  
t o  u n b a l a n c e  i s  i n d e p e n d e n t  o r  s p i n  r f l  t e  e x c e p t  
t h r o u g h  t h e  j e t  c l a m p i n g  t e r m s  w h i c h  n o r m a l l y  
h a v e  o n l y  a  v e r y  s m a l l  e f f e c t .  T I L U s ,  w o b b l e  c l u e  
t o  u n b a l a n e e  c a n n o t  b e  c o n l r o l l e d  b y  s p i n n i n g  f l S  
c a n ,  [ 0 1 '  e x a m p l e ,  t h e  w o b b l e  r e s u l t i n g  f r o m  i n i t i a l  
a t t i t u d e  r a t e s  o r  t h r u s t  m i s a l i n e m e n  t .  
A P P L I C A T I O N  
T h e  a n a l y t i c a l  e x p r e s s i o n s  [ ' o r  A  a n d  ' Y  g i v e n  j n  
t h e  p r e s e n  t  p a p e r  h a v c  b e e n  p r o g r a m e d  f o r  u s e  
w i t h  a n  I B M  7 0 9 0  e l e c t r o n i c  d a t a  p r o c e s s i n g  
J l l f l . c h i n e .  S a m p l e  p r o b l e m s  w e r e  c . o m p o s e d  a n d  
t h i s  p r o g r a m  u s e d  t o  g e n e r a t e  l h e i r  s o l u t i o n s .  
T h e  l 1 w n e l ' i e a l  s o l u t i o n s  t o  t h e s e  p r o b l e m s  w e r e  
a l s o  o b  t a i n e d  w i t h  t h e  n W l 1 c r i c a l  i n t e g r a t i o n  
m c t h o d  r e p o r t e d  i n  l ' c / ' e r c n e e  3  1 ' 0 1 '  t h c  p u r p o s e  o f  
c o m p a r i s o n  w i t h  a p p r o x i m a t c  s o l u t i o n s .  
I~shouldJ>e m e n t i o n e d  t h a t  t h e  v a l u c s  f o r  P ,  
w,  T ,  a n d  F u s e d  j l l  L h c  a p p r o x i m c t t c  s o l u t i o n s  
w c r c  b a s e d  o n  a s s u m e d  e x p o n e n t i a l  h i s t o r i e s  o f  
t h e  v ' U ' , a b l c ,  w i t h , , ,  t h e  i n t m ' v a l  ( i , e "  1 M  . " m p l c ,  
p = 7
J
I - ] 1 0) .  A  [ t h o u g h  
10 0 '  P I  
r o t  P o  
t h i s  a s s u m p t i o n  o r  e x p o n e l l -
l i a l  d c p c n d c n c e  o r  t h c  v a r i n , b l e s  i s  i n h e r e n t l y  m o l '  
a c c u m t c ,  a l i l l o s t  i d e n t i c a l  r e s u l t s  ( n o t  s h o w n )  
w c r e  obt ~tin ed w i t h  t h e  a p p r o x i n u t t e  m e t h o d  b y  
H s s u i l l i n g  l i n e a l '  h i s t o r i e s  o r  t h e  v a r i a b l e s  w i t h i n  
e H c h  i n t e r v a l  ( . c. ,  p=P/~i)- I  
T h e  f i r s L  ~lppli c aLioll w a s  t o  s i m u h t t e  t h e  m o t i o n s  
0 1 '  I t  r o c k e t  m o d e l  w h i c h  l V a s  t h e  1 1 1 s t  s t a g e  0 1 '  a  
m u l t i s t a g e  r o c k e t  s y s t e m .  T h e  m o d e l  c a n  b e  
l h o u g h t  o r  a s  a  c y l i n d e r  a b o u t  l}~ f e e t  i n  d i a m e t e r  
a n d  3 %  f e e t  i n  l e n g t h  h a v i n g  a  r a t i o  o f  f u e l  w e i g h t  
t o  t o t a l  w e i g h t  o f  1 / 2 .  A n  a n g u l a r  t h r u s t  a s y m -
m e t r y  o f  0 . 0 0 1  r a d i a n  i n  b o t h  t h e  p i t c h  a n d  y a w  
p l a n e s  p r o v i d e d  a e o n  t i n u o u s  d i s t u r b f t n c e  t o  t h e  
m o t i o n .  A  s e p a r a t e  s p i n  m o t o r  w a s  a s s u m e d  t o  
i n c r e a s e  m o d e l  s p i n  r a t e  d u r i n g  t h e  p r o b l e m  f r o m  
5  t o  9  r a d i a n s  p e r  s e c o n d .  T h e  a p p r o x i m a t e  
s o l u t i o n  w a s  c o m p u t e d  w i t h  t w o  i n t e r v a l s  a n d  
w i t h  t e n  i n t e r v a l s ,  e a e h  w i t h  f l n d  w i t h o u t  j e t  
c l a m p i n g .  P r o b l e m  c o n s t a n t s  a n d  i n i t i a l  c o n d i -
t i o n s  a r e  l i s t e d  i l l  a p p e n d i x  B .  R e s u l t s  a r e  s h o w n  
i n  f i g m e s  6  L o  8 .  
F i g u r e  G ( a )  s h o w s  ( h e  a p p l ' o x i m a t e  e  a n d  f  
h i s t o r i e s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  L w o - i n t c r v a l  s o l u t i o n  
( n o  j e t  cla~npiDg) a n d  L h e i r  c omp~\ri son w i t h  t h e  
n u m e r i e a l  s o l u t i o n .  I n  g e n e r a l ,  t h i s  c o m p a r i s o n  
indic ~ttes a  g o o d  a p p r o x i m a t i o l l  o r  t h e  n u m e r i c a l  
s o l u t i o n  e x c e p t  f o r  t h e  f i r s t  n e g a t i v e  p e a k s  o f  
e a c b  CU l ' v e  w h e r e  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  u n d e r -
e s t i m a t e s  t h e  a c t u a l  v a l u e s .  T h c  p h a s e  d i f f e r e n c e  
b e t w e e n  t h e  a p p r O A - 1 m a t e  a n d  n u m e r i e a l  s o J u  t i o n s  
i s  t , o  b e  e x p e c t e d  a n d  i s  u s u a l l y  o f  l i L t l e  i m p o r t a n c e .  
I n  t h i s  r e s p e e t ,  b o t h  e n d s  0 ( '  a l l  i n  l e r v a l s  a r c  
e x a c t l y  i n  p h a s e ,  t h e  g r e a t e s t  d i f f e r e n c e  o c c u r r i n g  
h a l l ' w a y  t h r o u g h  e a c h  i n t e r v a l .  T h e  t w o - i n t e r v a l  
s o l u  Li o n  f o r  f l i g h t - p a t h  d i r e e t i o n  i s  s h o w n  i n  f i g u r e  
6  ( a )  a l o n g  w i t h  t h e  n u m e r i c a l  s o l u l i o n .  H e r e ,  
t h c  c o m p a r i s o n  a p p e a r s  n o t  q u i t e  s o  g o o d  a s  t h e  
a t t i t u d e  s o l u t i o n ,  b u t  s a t i s f a c t o r y  [ 0 1 '  m o s t  
p u r p o s e s .  
J  1 1  o r d e r  1 , 0  i l l u s L n t L e  t h e  a c c u r a c y  o b L a l l l C d  
w i t h  m a n y  i n t e r v a l s ,  t h e  t e n - i n t . e r v a l  s o l u t i o n  o f  
f i g u r c  6 ( b )  w a s  c o m p u t - , e d .  N o t e  t h e  i m p r o v e -
m e n  t  i n  t h e  A  a n d  ' Y  s o l u t . i o l l s  a s  c o m p a r e d  w i  l h  
U  I C  L w o - i l l  t e r v , d  r e s u l t s .  
J  
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T h u s  f a r ,  p r o b l e m  c a s e s  h a v e  b e c n  r c s t r i c t c d  t o  
z e r o  j c t  d a m p i n g  b c c a u s e  t h e  p r o g r a m  u s e d  t o  
o b t a i n  t h c l l u m c r i c a l  s o l u t i o n s  d o c s  1 1 0 t  i n c l u d e  
j e t - d a l l l p l l l g  ( , n ' c t l s ,  H o w e ' - N ,  j c t - d a m p i n g  d -
r c c t s  C [ U I  b c  q u i t c  l a r g e '  1 1 S  l l i u s t r a t ( ' c l  i n  f i g u r c  7 .  
T h i s  f i g u r l '  p r c s c n t s  t h e  t e l l - i n t e r v a l  s o l u t i o n  w i t l l  
a n d  w i t h o u t  j c t  d a m p i n g .  N o t e  t h e '  l a r g e  a t t Cl l u -
a l i o n  < ' f r c e (  o f  j c l  c l a m p i . n g  o n  t h e  l o w - f r e q u e n c y  
( p r e c e s s i o n )  m o d e  a n d  t h e  n e a l '  a b s e n c c  o f  t h i  
c f f e c t  o n  t h c  h i g h - r r e q  u c n c y  m o d e .  T h i s  l a r g c  
c l a m p i n g  d r e c t  i s  n o t  u n u s u a l  a n d  c a n  e v e n  b c  
c a U c e l  t :" p l c a l .  j  l s  p r c s c n c c  i s  r o r l u n a . t e  s i n c c  
n o  o t h c r  f o r c c s  a r e  n a t u r a l l . , '  a v a i l a b l c  t o  d a m p  
t h c  m o t i o n .  
J L  i s  w e l l  d o c u l l l e n  t e c l  t h a t  b o d  i e s  I l f w i n g  I x =  
I } , = i
z  
c a l l i l o t  b e  s p i n  s t l t b i l i z e d .  H o w e v e r ,  t h e  
m o t i o n s  o r  a x i s y m m c t r i c  b o d i e s  p a s s i n g  Lh r o u g h  
t h i s  c o n d i t i o n  a r c  n o t  w e l l  k n o w n .  F o r  t h i  
l ' e l \ S O n ,  l h e  s e c o n d  t y p e  o f  p r o b l e m  1 ' 0 1 '  s i m u l a t i o n  
w a s  s c l c ( ' ( c d  t o  r e v e , t l t h e  e n ' c c l s  o r  p a s s i n g  t h r o u g h  
i n c l ' t i l \ l  r e s o n a n c e  ( i \ ' " =l ) - T h i s  p r o h l c m  a s -
s U l l l e d  a  Y , l r i l t b l e  l x ,  a  c o n s t a n t  1 ,  1 1 n d  n o  r o l l  
i n p u l s ,  O n l y  t h e  A  s o l u t i o n  w a s  c o m p u t e d  1 ' 0 1 '  
p u r p o s e s  o r  s i m p l i c i  t y .  T h e  p r o b l e m  \ \ ' a s  CO I l l -
p u t e d  w i l h  o n e  i n t e r v l t I ,  t w o  i n t e r v a l s ,  I , n d  t h r c e  
i n l e r v a l s ,  i l l  a l l  Cl 1 S CS  w i t \ t  n o  j e t  d a m p i n g .  T h e  
n c c e s s a r y  C O t l s t l m t s  a l l d  i n i e i , l l  c o n d i t i o n s  1 r e  
p r e s e n t e d  i l l  a p p e n d i x  B .  R e s u l t s  a r e  p r e s e n t c d  
i l l  f i g U l ' e  ~ w h i c h  a l s o  s h o w s  t h e  n u m e r i c , t l  s o l u t i o n  
1 ' 0 1 '  c o m p a r i s o n  p u r p o s c s .  F i g u r e  8  i l l u s L I ' I 1 L e s  t h e  
o n e - i n t c r v n l  s o l u t i o n  o f  t h i s  p r o b l e m  t o  b e  i n a d c -
q u a t e .  T h c  t w o - i n t e r v a l  s o l u t i o n  i s  m u c h  i m -
p r o v e d  a n d  r e v e ll l s  t h e  t r e n d s  o f  t h e  n u m e r i c " l  
o l u t i o n .  H o w e v e r ,  J o r  I l n  a c c u m t e  ' l l 1 1 p l i  t u c l e  
c o m p a r i s o n ,  t h e  t h r e e - i n  t e r v a l  s o l u  t i o n  i s  
i n d i c a t e d .  
I n t e r v a l s , - S o l u t i o n s  h a v c  b c c n  prcviousl~- d c -
s c r i b c d  a s  o n c  i n t c r v a l ,  t \ , - O  i n t e r v a l ,  a n d  s o  f o r t h ,  
w i t h  n o  c x p l a n a t i o n  o f  w h y  o r  h o w  t h c  n u m b e r  o [  
i n t e r v a l s  w a s  s c l e c t e d .  A s  p r c v i o u s l . \ ,  J r l . c n t i o n . c d ,  
a  t w o - i n t e r v a l  s o l u L i o n  ( f o r  c x a m p l c )  m c a n s  t h a t  
t h c  p r o b l c m  i s  c o m p u t e d  i n  t w o  i n t e r v a l s ,  u s u a l l y  
s o  a s  t o  r c s u l t  i n  a b o u t  t h e  s a m c  p c r c c n t a g e  c h a n g e  
o r  t h c  v a r i a b l e s  w i t h i n  c a c h  i n  t c r v a l .  T h e n ,  
c l o s e d  s o l u t i o n s  f o r  t h c  f i r s t  i n t e r v a l  a r e  o b t a i n e d  
w i t h  e q u a t i o n s  ( 1 6 )  a n e l  ( 2 5 )  a l o n g  w i t h  t h e  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s  o f  t h e  p r o b l e m .  I n  o r d c r  t o  c o m p u t e  
t h e  s o l u t i o n s  a t  a n ) '  t i m e  o f  t h e  s e c o n d  i n t e r v a l ,  
h o w e v e r ,  t h e  f i n a l  v a l u e s  o f  i n t e r v a l  o n e  m u s t  b e  
c a l c u l a t e d  a n d  u s e d  a s  i n i t i a l  c o n d  i t i o n s  f o r  t h e  
c c o n d  i n  t  N y a l .  
" \ Y h i l c  L h e  l l U l l l b ( ' r  o r  c o m p u t a t i o n s  I n c r C c 1 S ( ' S  
w i t h  t h e  n U l l l b c r  o f  i n t e r v a l s  u s e d ,  t h c  a c c u r a c y  o [  
t h e  r c s u l L s  i n c r e a s e s  Lh e r e b . \ " .  T h e  o p t i m u m  
I l w n b e l '  o f  i n t e r v a l s ,  t h e n ,  d e p e n d s  u p o n  t h c  
c o m p u t i n g  f a c i l i t i e s  a v a i l a b l e ,  l h e  d e g r e e  o f  
a c c u r a c y  d e s i r e d ,  a n d  t h e  t o t a l  p c r c c n t a g e  c h a n g  
o f  v a r i a b l e s  t h r o u g h o u t  t h e  p r o b l e m .  I n  Lh i  
r c s p e c t ,  Li t e  a u t h o r  h a s  t e n t a t i v e l y  s c t t l e d  0 1 1  
u s i n g  i n t e r v a l s  i n  w h i c h  t h c  v a l u e s  o [  p  0 1 '  p~x 
d o  n o t  v a r y  m o r e  t h a n  a b o u t  1 5  p e r c c n t  f o r  
" a c c u r a t e "  r e s u l t s  o r  m o r c  t h a n  a b o u t  3 0  p e r c e n  L  
1 ' 0 1 '  a p p r o x i m a t e  r e s u l L s .  T h e s e  p e r c e n t a g e s  a r c  
b a s e d  o n  a  l i m i t e d  a m o u n L  o f  e x p e r i c n c e .  P e r -
c c n t a g e s  f o r  t h e  s a m p l e  p r o b l e m s  a r c  g i v e n  i n  
a p p e n d i x  B ,  
C o m p u t i n g  t i m e . - C o m p u L i n g  t i m e s  1 ' 0 1 '  s a m p l e  
p r o b l e m  n u m b e r  o n e  o r  a p p e n d i x  B  w e r e  o b t a i n e d  
1 ' 0 1 '  b o t h  t h e  a p p r o x i m a t e  a n d  L h e  n u m e r i c a l  o r  
t e p - b y - s t e p  s o l u t i o n s .  T h e s e  s o l u  t i o n s  w e r e  g e n -
e r a t e d  b y  a n  J B M  7 0 9 0  e l e c t r o n i c  c l c , l c " l  p r o c e s s i n g  
1 1 1 1 1 c h i n e  a n d  r e q u i r e d  c e r t a i n  c o m p a t i b i l i t y  
c h a n g e s  s i n c e  b o t h  p r o g l ' f u n s  w e r e  o r i g i n a l l y  s e t  
u p  1 ' 0 1 '  t h e  I B M  7 0 4  e l e c t r o n i c  d a t a  p r o c e s s i n g '  
m a c h i n c .  
B o l h  p r o g m m s  r e q u i r c d  a b o u t  2 6  s c c o n d s  1 ' C ' a d -
i n  t i m e .  E x c l u d i n g  r e a d - i n  t i m e ,  t h e  c " l . p p r o x i m a t c  
m e t h o d  ( I  O- i n t e r v a l  s o l u t i o n )  h a c !  I ,  r a t i o  o f  m < , -
c / t i n e  t i l l l e  Lo  p r o b l e m  t i m e  o f  a b o u t  0 . 9 3  i w d  l h c  
l l u m e r i c a l  m e t h o d  a  r a t i o  o r  n, b o u L  4 . 8 .  R e d u c i n g  
t h e  n u m b e r  o f  i n L e r v I " l . l s  u s e d  i n  t h e  I, p p r o x i m a t e  
s o l u t i o n  w o u l d  d C ( ' 1 ' C I 1S e  i t s  J ' l l . t . i o  o n l y  a  s l l l a l l  
/ l m o u n  t .  
O t h e r  f a c t o r s  i n v o l v c d  i n  a  c o m p u t i n g  t i m e  
c o m p a r i s o n  m ' e  i t S  r o l l o w s :  F i r s t ,  t h e  n u m e r i C I , l  
m e t h o d  i s  p r o g r a m e d  ( 0  y i e l d  o u t p u t  q u a n t i L i c  
n o t  i n c l u d e d  i n  t h e  o u t p u t  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  
m e t h o d .  I t  i s  e s t i m a t e d  t h a t  t h e  e l i m i n a L i o n  o r  
L h i s  p a r t  o f  t h e  p r o g r a m  w o u l d  a m o l m t  t o  a b o u t  
~ r e d u c t i o n  i n  c o m p u t i n g  t i m e  f o r  t h e  n u m e r i c a l  
m e t h o d ,  S e c o n d ,  t h e  a b o v e  r a t i o s  m ' e  1 ' 0 1 '  d e f i n i n g  
t h e  o u t p u t  e v e r y  0 . 1  s e c o n d  a n d  c o u l d  b e  r e d u c e d  
p r o p o r t i o n a l l y  f o r  t h e  a p p r o x i m a t e  m e t h o d  b y  
u s i n g  f e w e r  o u t p u t  t i m e s .  T h e  n W l 1 e l ' i c a l  m e t h o d  
w o u l d  n o t  b e n e f i t  i n  t h i s  r e s p e c t .  
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( a )  O n e - i n t e r v a l  a p p r o x i m a t i o n .  
F I G U R E  S . - - C o m p a r i s o n  o f  a p p r o J - . i m a t e  a n d  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  o f  s e c o n d  s a m p l e  p r o b l e m  s h o w i n g  m o t i o n s  o f  a  b o d y  
p a s s i n g  t h r o u g h  i n e r t i a l  r e s o n a n c e  ( 1 ; = 1 )  a t  t = 1 0 .  ] = 0 .  
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( e )  T h r e e - i n t e r v a l  a p p r o : \ . ' i m a t i o n .  
F I G U R E  8 . - - C o n c l u d e d .  
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C O N C L U D I N G  R E M A R K S  
A  m e t h o d  f o r  appro~1mating t h e  v a c u u m  m o -
t i o n s  o f  s y m m e t r i c a l  r i g i d  b o d i e s  w i t h  n o n c o n s t a n t  
s p i n  r a t e s  a n d  i n e r t i a s  h a s  b e e n  d e v e l o p e d .  T h e  
a n a l y s i s  i n c l u d e s  t h e  e f f e c t s  o f  t i m e  v a r y i n g  t h r u s t  
m i s a l i n e m e n t s ,  m a s s  u n b a l a n c e ,  a n d  j e t  d a m p i n g .  
T h e  m e t h o d  w a s  d e r i v e d  f o r  b o d i e s  h a v i n g  e q u a l  
m o m e n t s  o f  i n e r t i a  a b o u t  t h e i r  p i t c h  a n d  y a w  a x e  
a n d  i s  b a s e d  o n  b o d y  p i t c h  a n d  y a w  a t t i t u d e s  b e i n g  
l i m i t e d  1 , 0  " s m a l l  a n g l e "  o s c i l l a t i o n s .  
R e s u l t s  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  e q u a -
t i o n s  f o r  s p a c e - r e f e r e n c e d  E u l e r  a n g l e s ,  f l i g h t - p a t h  
a n g l e s ,  a n d  e a r t h - r e f e r e n c e d  v e h i c l e - t r a j e c t o r y  
c o o r d i n a t e s .  E q u a t i o n s  f o r  d e t e r m i n i n g  m a x i -
m u m  w o b b l e  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  f o r  c e r t a i n  i n p u t  
c o n d i t i o n s .  A l s o ,  e q u a t i o n s  f o r  b o d y - r e f e r e n c e d  
a t t i t u d e  r a t e s ,  a n g l e  o f  a t t a c k ,  a n d  a n g l e  o f  s i d e s l i p  
a r e  i n c l u d e d  f o r  c o n v e n i e n c e .  
T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n s  g i v e  i n s i g h t  i n t o  t h e  i n c l i -
v i d u a l  e f f e c t s  o [  t h e  v a r i a b l e s  a n d ,  i n  m a n y  c a s e s ,  
o f f e r  a  q u i c k  m e a n s  [ o r  o b t a i n i n g  a p p r o x i m a t e  
s o l u t i o n s .  A l t h o u g h  t h e  m e t h o d  i s  s o m e w h a t  
l e n g t h y  f o r  a c c m a t e  h a n d  c o m p u t a t i o n  i n  m o s t  
c a s e s ,  i t  i s  r e a d i l y  p r o g r a m e d  f o r  a u t o m a t i c  c o m -
p u t e r  s o l u t i o n s .  
T h e  m e t h o d  h a s  b e e n  s h o w n  t o  c o m p a r e  c l o s e l y  
w i t h  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  o f  t w o  s a m p l e  p r o b l e m s .  
T h e  s a m p l e  p r o b l e m s  a l s o  i l l u s t r a t e d  t h e  r e l a t i v e l y  
l a r g e  e f f e c t  o r  p i t c h  a n d  y a w  j e t  d a m p i n g  o n  b o d y  
m o t i o n s .  
L A N G L E Y  R E S E A R C H  C E W l ' E R ,  
N A T I O N A L  A E R O N A U ' l ' I C S  A N D  S P A C E  A D M I N I S T R A T I O N ,  
L A N G L E Y  S T A T I O N ,  H A M P T O N ,  V A . ,  A p 1 ' i l  2 4 ,  1 9 6 1 .  
A P P E N D I X  A  
E X A C T  S O L U T I O N  W I T H  N O N C O N S T A N T  S P I N  R A T E S  
C o m b i n i n g  e q u a t i o n s  ( 8 ) ,  ( l l ) ,  a n d  ( 1 3 )  r e s u l t s  
i n  t h e  s o l u t i o n  
{  
. P o  ( I x )  
A = Ao + e t < / > o  A ' ( l + a t ) e ' - ;  I  J o g ,  ( l + a t )  
- A ' - B ' - O ' - D '  + [ B ' ( l + a t ) 2  
+ 0 '  ( l + a t ) 3 + D '  ( l + a t ) 4 Je  i~ JOg. ( 1 + a t )  }  
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- Q !  
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a
3  
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T h i s  r e s u l t  d i s p l a y s  t h e  s p i r a l  n a t m e  o f  t h e  
8 ,  i f ;  m o t i o n  f o r  n o n c o n s t a n t  s p i n  r a t e s .  S p i n  r a t e s  
d e c r e a s i n g  w i t h  t i m e  r e s u l t  i n  s p i r a l  m o t i o n s  o f  
i n c r e a s i n g  m a g n i t u d e  a n d  s p i n  r a t e s  i n c r e a s i n g  
w i t h  t i m e  a c t  t o  r e d u c e  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  
8 ,  i f ;  m o t i o n .  
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A P P E N D I X  B  
S A M P L E  P R O B L E M  I N F O R M A T I O  
P R O B L E M  1  
P r o b l e m  l e n g t h ,  s e c _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  2 0  
M a s s ,  s l u g s  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  20-~+ 1 , ~00t2 
T h r u s t ,  l b  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  5 , 0 0 0 - 5 0 1  
P i t c h  a n d  y a w  i n e r t i a ,  s l u g - f t 2  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  2 5 . 6 - 0 . 5 3 1  
R o l l  i n e r t i a ,  s l u g - f L  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  3 .  9 3  - O .  0 9 6 5 1  
R o l l  i n p u t  m o m e n t ,  f t - l b  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0 . 5 7 2  
P i t c h  i n p u t  m o m e n t ,  f t - l b _  0 . 0 0 1 ( 5 , 0 0 0 - 5 0 1 ) ( 2 + 0 . 0 2 5 1 )  
Y a w  i n p u t  m o m e n t ,  f t - l b  _ _  0 . 0 0 1 ( 5 , 0 0 0 - 5 0 1 ) ( 2 + 0 . 0 2 5 1 )  
T h r u s t  a r m ,  f t _  _  _ _ _  _  _  _  _  _  _  _  _ _  _ _  _  _ _  _ _  _  _  _ _  _  _  _  2 + 0 .  0 2 5 1  
I n i t i a l  f l i g h t - p a t h  v e l o c i t y ,  f t / s e c  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  5 ,  0 0 0  
I n i t i a l  r o l l  a n g l e ,  r a d i a n s _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0  
I n i t i a l  p i t c h  a n g l e ,  r a d i a n s _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0 . 0 5  
I n i t i a l  y a w  a n g l e ,  r a d i a n s _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0 . 0 4  
I n i t i a l  r o l l  r a t e ,  r a d i a n s / s e c _  _ _ _  _ _ _  _  _  _ _  _  _ _  _  _  _ _  _  _  _  5  
I n i t i a l  p i t c h  r a t e ,  r a d i a n s / s e c  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0 . 0 1 5  
I n i t i a l  y a w  r a t e ,  r a d i a n s / s e c  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0 . 0 2  
I n i t i a l  f l i g h t - p a t h  a n g l e  i n  v e r t i c a l  p l a n e ,  r a d i a n s _  _  O .  0 2  
I n i t i a l  f l i g h t - p a t h  a n g l e  i n  h o r i z o n t a l  p l a n e ,  r a d i a n s _  O .  0 1  
T w o - i n t e r v a l  s o l u t i o n :  
I n t e r v a l s  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0 ; ; 1 ; ; 1 2 ,  1 2 ; ; 1 ; ; 2 0  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l ,  
p e r c e n t _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  4 1  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  I;  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l ,  
p e r c e n t _  _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  3 3  
T e n - i n t e r v a l  s o l u L i o n :  
I n t e r v a l s  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  2 - s e c  i n t e r v a l s  s u c c e s s i v e l y  
f r o m  0  t o  2 0  s e c  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l ,  p e r -
c e n t _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  6  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  ~x w i t h i n  t h e  i n t e n ' a l ,  
p e r c e n t _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  4 . 6  
P R O B L E M  2  
P r o b l e m  l e n g t h ,  s e c _ _ _  _ _  _ _  _  _  _  _ _  _ _ _ _  _  _  _ _  _  _ _  _  _  _  _  _  2 0  
P i t c h  a n d  y a w  i n e r L i a ,  s l u g - f t 2 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  2 5  
R o l l  i n e r t i a ,  s l u g - f t 2  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  3 1 .  2 5 - 0 .  6 9 7 3 t  
R o l l  m o m e n t  i n p u t ,  f t - l b _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0  
P i t c h  m o m e n t  i n p u t ,  f L - l b  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
Y a w  m o m e n t  i n p u t ,  f t - l b  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n i t i a l  r o l l  a n g l e ,  r a d i a n s  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n i t i a l  p i t c h  a n g l e ,  r a d i a n s  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n i t i a l  y a w  a n g l e ,  r a d i a n s  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n i t i a l  r o l l  r a t e ,  r a d i a n s / s e c  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n i t i a l  p i t c h  r a t e ,  r a d i a n s j s e c  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n i t i a l  y a w  r a t e ,  r a d i a n s / s e c  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n i t i a l  f l i g h t - p a t h  a n g l e ,  v e r t i c a l  p l a n e  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
I n i t i a l  f l i g h t - p a L h  a n g l e ,  h o r i z o n t a l  p l a n e  _ _ _ _ _ _ _ _  _  
O n e - i n t e r v a l  s o l u t i o n :  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l ,  
p e r c e n t  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  ~'( w i t h i I l  t h e  i n t e r v a l ,  
1  











p e r c e n t _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  3 6  
T w o - i n t e r v a l  s o l u t i o n :  
I n t e r v a l s  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0 ; ; 1 ; ; 1 2 , 1 2 ; ; 1 ; ; 2 0  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l ,  
p e r c e n t _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  ~x \ \ "i t h i n  t h e  i n t e r v a l ,  
p e r c e n  L  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  2 0  
T h r e e - i n t e r v a l  s o l u  t i o n :  
I n t e r v a l s  _ _ _ _ _ _ _  0 ; ; t ; ; 6 . 7 ,  6 . 7 ; ; t ; ;  1 3 . 3 ,  1 3 . 3 ; ; t ; ; 2 0  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l ,  
p e r c e n t _ _ _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _ _ _  _  _  _ _  _  _  _ _  _  _  _ _  _  _ _  0  
M a x i m u m  c h a n g e  o f  p  II
Y  
w i t h i n  t h e  i n t e r v a l ,  
p e r c e n t _ _ _ _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _  _ _  _ _  _  _  _  _  1 4  
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